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Examen d’Analyse 3 (Session 2)

ECUE : Intégrales généralisés et Séries de fonctions
Durée : 1 heure 15

Les calculatrices et les documents sont interdits. Les trois exercices sont indépendants.
Une attention particuliere devra étre apportée a la rédaction qui sera un élément important d’appréciation.

EXERCICE 1:

@ . Calculer une primitive de application £ — In(1 — x?) puis justifier la convergence de
1

l’intégrale/ In(1 — x?)dz.
0

/2
. En déduire la convergence et la valeur de / sin(t) In(sin(t))dt.
0
@ Déterminer la nature de la série ci-dessous, et en cas de convergence, calculer sa somme :

+oo 1

Z (3n +1)(3n + 4)

n=1

@ . Calcul d’une primitive de I'application & — In(1 — x2). On cherche une primitive sur
] —1,1[.

/ln(l — z®)dx = zIn(1 — z*) + 2/ G,
1— a2

1—xz2-1
/ln(l—m2)dm:azln(1—m2) —2/m—dw
14 x2
/ln(l—m2)dm:azln(1—w2)—2/ dw—i—Z/l Sdx
0 — X

1
/ln(l —z?)dx = zIn(1 — z?) — 2z + In (1+w

>+C; C €R.

— X

1
Convergence de / In(1 — x?)dz.

1 est la seule borne impropre et on a

@ 1
lim [ In(1 — z?)dz = lim |aIn(1 — a®) — 2a + In ( + a)}
a?l o a?l 1—a

lim ’ In(1 — z*)dz = ll}l_)Hi [-(1—a)In(l —a)+ (a+1)In(1 + a) — 2a]

a—1
< 0

lim [ In(1 —z?)dz= -2+ 2In2.

a—1
< 0

1 1
Donc l'intégrale / In(1 — x?®)dx converge et / In(1 — 2?)dz = —2 + 21In2
0 0



@ Convergence et calcul de Z

/2
. Convergence et valeur de / sin(t) In(sin(¢))dt Effectuant le changement de variable ¢ =
0

1
cost dans / In(1 — z?)dx, on a :
0

3
a:zOﬂt:E; r=1=—t=0; dx= —sintdt,
d’ou
1 0
/ln(l—wz)dw:/ In(1 — cos? t)(—sint)dt
0 /2

/01 In(1 — z?)dz = /OW/2 sin(t) In(sin(¢))dt.

/2

/2
Par conséquent l'intégrale / sin(t) In(sin(t))dt et / sin(t) In(sin(t))dt = —2 +
0 0
21In2.
+o0 1

(3n+1)(3n + 4)
1

(3n+1)(3n +4)
1 a b

Bet1)(32+4) 3u+1 3z44
1 1 1

Onaa= Ilim =—etb= Ilim = ——. Ainsi, pour tout n € N*,
z——1/3 3x + 4 3 z——-4/33x + 1 3

n=1

— Décomposons en éléments simples On cherche deux réels a et b tels que pour

tout « > 0,

(3n—|-1)(3n—|—4) o 3\3n+1 3n + 4 = Up41 Vn

1/3
- 3n + 1 n—-+oo n—+oo
+oo 1
Donc la série converge et

~ (3n+1)(3n +4)

1/3
avec v, = . La série a étudier est telescopique, de plus lim wv,, = lim ( / ) =0

_3n—|—1

= lim v, —v; = —.
= (3n+1)(3n 4 4) nrtoo ST



EXERCICE 2:

Pour tout entier n € N*, on considére la fonction f, : [0,400[ —> R
x
r —>

T+n
@ . Montrer que la suite de fonctions (fy)n>1 converge simplement sur [0, 1].

. Montrer que la suite de fonctions (fy,)n>1 converge uniformément sur [0, 1].

@ Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fr)nen+ sur [1, +ool.

@ . Montrons que la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement sur [0, 1].

Soit « € [0,1]. On a lirf fo(x) = lim = 0. Donc la suite de fonctions (fn)n>1
n—-—+0oo =

n—+oco r + n
converge simplement sur [0, 1] ves la fonction nulle.

. Montrons que la suite de fonctions (fpn)n>1 converge uniformément sur [0, 1].
Pour tout « € [0, 1] et pour tout n € N* on a

xTr

£a(@) = 0] = |fu(@)] = ——

<

S|H

1 1
Donc sup |fn(x) —0] < — ;deplus lim — = 0, par suite lim sup |f,.(x)—0| = 0.
z€[0,1] n n—+oo n, n——+o0o z€[0,1]

Ce qui signifie que a suite de fonctions (fy,)n>1 converge uniformément sur [0, 1].

@ Etude de la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fp)nen sur [1, +o0ol.

Soit « € [1,400[. Ona lim f,(zx) = lim = 0. Donc la suite de fonctions (fpn)n>1
n—-+4oo n—+oo -|— n -
converge simplement sur [1, 400 ves la fonction nulle.
1
Pour tout n > 1, on a sup |fa(x) — 0| > |fa(n)] = —. Par conséquent, si elle existe
x€[1,4o00] 2

lim sup |f.(x) — 0| # 0. Ce qui prouve que la suite de fonctions (f,)n>1 ne converge pas
n—=+0 pe(1,400] -

uniformément sur [1, 4+o00[.



EXERCICE 3:

Pour tout entier entier noturel n tel que nm > 2, on considere la fonction

fn: [0,1] — R
mn

nx + In(n)

r >

@ Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
n>2

@ Soit @ €]0,1[. Montrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, a].

n>2
&® PP
Soit n € N\ {0,1}. Montrer que, sup _ > -
@ \ { } z€[o, 1[; k:c —|— ln(k:) 4

. La série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur [0, 1[ 7 Justifier.
n>2

@ Montrons que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].

n>2
1 1
Pour tout & € [0, 1[ et pour tout n > 2, ona 0 < f(x) < ——a"™ < ——a". De plus comme
In (n) In(2)
x € [0,1], la série géométrique Z x™ converge, par conséquent Z fn(x) converge.
n>2 n>2

Ce qui prouve que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [0, 1].
n>2

@ Soit @ €]0,1[. Montrons que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, a].

n>2
1
Pour tout « € [0, a] et pour tout n > 2, ona 0 < f, < @) a™. Comme la série géométrique
n
Z a™ converge, par conséquent Z frn converge normalement donc uniformément sur [0, a].
n>2 n>2
1

@ . Soit m > 2. Montrons que, sup Z > —

m€01 ka:+ln(l<:) - 4
Pour tout = € [0 1[, on a kx —|— In(k) < k + In(k) < 2k car k > In(k). D’oun

2 >$P it tout & € [0, 1]
—————— > —. Par suite pour tout x
kz + In(k) P
2n k 2n k
x x
P e D
= kx +In(k) = = 2k
2n Jlk 2n r2n
S
= kx +In(k) = /= 4n
i’«: Jlk S :L.2n (n N 1)
= kz + In(k) 4dn
2n k
1
1,' an

S e 2
= kx +In(k) ~ 4



Par suite )
n xk 1
sup _— — sup x?
z€[0,1] Z kx + ln(kz) 4 zcfo,1]

:-lkl)—\

. Convergence uniforme de la série de fonctions Z Snosur [0,1]:
n>2
Si la série convergeait uniformément sur [0, 1[ alors le resteR,,_; d’ordre n — 1 de la série de

fonctions n convergerait vers la fonction nulle sur [0, 1[. Or
g

n>2
k 2n k
T T 1
sup R,,_1 = sup _ > sup _ > —.
z€[0,1] ! 2€[0,1] Z kx + In(k) €[o 1[; kx + In(k) — 4

On ne peut donc pas avoir lim sup R, _; = 0, par conséquent la série de fonctions Z In
n—)—{—oo :EE[O 1[ "o

ne converge pas uniformément sur [0, 1[.



